107學年度臺北市 (成功高中)
普通型高級中等學校數理及資訊學科能力競賽
數學科筆試（一）試題
編號：              （學生自填）
注意事項：

1. 本試卷共四題計算證明題，滿分49分。

2. 考試時間：2小時。

3. 試題及計算紙必須連同答案卷繳回。

4. 將作答過程填寫在答案卷內。

【問題一】
在圓
[image: image355.png]A




的圓周上依順時針方向有
[image: image2.wmf]A

、
[image: image3.wmf]B

、
[image: image4.wmf]C

、
[image: image5.wmf]D

、
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五點，滿足
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。設
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與
[image: image9.wmf]BD

交於點
[image: image10.wmf]P

，點
[image: image11.wmf]Q

在
[image: image12.wmf]BA

的延長線上使得
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；點
[image: image14.wmf]R

在
[image: image15.wmf]CD

的延長線上
使得
[image: image16.wmf]DRAP

=

，如圖所示。試證：直線
[image: image17.wmf]PE

垂直
[image: image18.wmf]QR

。

 (12分)
                        [image: image19.emf]S

R

Q

P

D

B

O

C

E

A


【問題二】
試找出所有可能的正整數
[image: image20.wmf],

ab

與
[image: image21.wmf]k

，滿足
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<背面尚有試題>
【問題三】
設
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。試證：對正整數
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(12分)
【問題四】
給定正整數
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。已知
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是由
[image: image29.wmf]1,0,1
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排成的
[image: image30.wmf]n

項數列，且同時滿足以下三個條件：

(1) 恰有
[image: image31.wmf]3

項為
[image: image32.wmf]0

；
(2) 
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；
(3) 對
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，在乘積
[image: image35.wmf]0
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的條件下，滿足
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的機率為
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試問滿足這樣條件的數列有多少種？(以
[image: image38.wmf]m

表示)
 (13分)

<試題結束>

107學年度臺北市 (成功高中)
普通型高級中等學校數理及資訊學科能力競賽
數學科筆試（一）答案卷
編號：              （學生自填）
注意事項：

1. 本試卷共四題計算證明題，滿分49分。

2. 考試時間：2小時。

3. 試題及計算紙必須連同答案卷繳回。

4. 將作答過程填寫在答案卷內。

評  分  欄
	題號
	問題一
	問題二
	問題三
	問題四

	評分
	
	
	
	


總分：                      
【問題一】
在圓
[image: image39.wmf]O

的圓周上依順時針方向有
[image: image40.wmf]A

、
[image: image41.wmf]B

、
[image: image42.wmf]C

、
[image: image43.wmf]D

、
[image: image44.wmf]E

五點，滿足
[image: image45.wmf]AEDE
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。設
[image: image46.wmf]AC


與
[image: image47.wmf]BD

交於點
[image: image48.wmf]P

，點
[image: image49.wmf]Q

在
[image: image50.wmf]BA

的延長線上使得
[image: image51.wmf]AQDP

=

；點
[image: image52.wmf]R

在
[image: image53.wmf]CD

的延長線上
使得
[image: image54.wmf]DRAP
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，如圖所示。試證：直線
[image: image55.wmf]PE

垂直
[image: image56.wmf]QR

。

 (12分)
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【證明】如圖，因為
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，所以
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又
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、
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，所以
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，因而
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；故
[image: image65.wmf]PQR

D

是一等腰三角形。由此可知：點P在
[image: image66.wmf]QR

的中垂線上。
    另一方面，因為
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四點共圓，所以
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PAECAECDERDE

Ð=Ð=°-Ð=Ð

。
又
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、
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，所以
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，因而
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    同理可證
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，因而
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，所以點
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也在
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的中垂線上。由於點
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與點
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都在
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的中垂線上，所以直線
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垂直平分
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。
【問題二】
試找出所有可能的正整數
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與
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，滿足
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(12分)

【解答】不妨設 
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顯然，正整數
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與
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同時是
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的倍數或者都不是
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的倍數。
(1) 當正整數
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與
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同時是
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的倍數時，令
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上式中，
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與
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又同時是
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的倍數，繼續下去可知道無解。
(2) 當正整數
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與
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都不是
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的倍數時，因為
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被
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，所以，由
[image: image106.wmf]2

ab

+

與
[image: image107.wmf]2

ba

+

都是
[image: image108.wmf]3

的倍數，知道：
[image: image109.wmf]a

與
[image: image110.wmf]b

被
[image: image111.wmf]3

除都是餘
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令
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除以
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得 
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因為
[image: image119.wmf]11

3|2

ab

++

，所以
[image: image120.wmf]11

1

ab

++

不是
[image: image121.wmf]3

的倍數，即

[image: image122.wmf](

)

21

1111

333

nn

bacbabac

--

-=Þ-=-=

，
得
[image: image123.wmf]1

3

n

bac

-

=+

。再由
[image: image124.wmf]2

3

n

ba

+=

，得
[image: image125.wmf](

)

(

)

1

133

n

aac

-

+=-

。
Case1：當
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時，
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[image: image130.wmf]1

c

=

時，
[image: image131.wmf](

)

1

123

n

aa

-

+=´

。因為
[image: image132.wmf]a

與
[image: image133.wmf]1

a

+

互質，所以
[image: image134.wmf]11

n

-=

，可得
[image: image135.wmf]2

n

=

；故
[image: image136.wmf]2,5

ab

==

。

Case3：當
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  因此，滿足條件的正整數
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【問題三】
設
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(12分)
【證明】

          
[image: image149.wmf]22

22

1

1111

11

221

nn

aa

nn

-

æöæö

-=+++-+++

ç÷ç÷

-

èøèø

LL


                  
[image: image150.wmf]2

1211

1

21

nnn

æö

=++++

ç÷

-

èø

L


                  
[image: image151.wmf]2

121

n

a

nnn

æö

=+-

ç÷

èø


                  
[image: image152.wmf]2

21

n

a

nn

=-

。

 將上式對
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【問題四】
給定正整數
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項數列，且同時滿足以下三個條件：
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試問滿足這樣條件的數列有多少種？(以
[image: image172.wmf]m

表示)
 (13分)

【解答】

     設數列
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 又由(3)可知：滿足
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 乘開化簡，得到
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 又
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【另解】
     設數列
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中恰有
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     因此，
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         當
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     項，值等於
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的有
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項。這樣的數列之所有重排均滿足所求的條件，故共有
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種不同的數列。

107學年度臺北市 (成功高中)
普通型高級中等學校數理及資訊學科能力競賽
數學科筆試（二）試題
編號：              （學生自填）
注意事項：

1. 本試卷共七題填充題，每題3分，滿分為21分。

2. 考試時間：1小時。

3. 試題及計算紙必須連同答案卷繳回。

4. 將答案填寫在答案欄內。
1. 級數
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的和除以
[image: image224.wmf]9

的餘數為    (一)   _。
2. 在坐標平面上，坐標都是整數的點稱為「格子點」。從格子點
[image: image225.wmf](
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的過程稱為「一次跳動」。若格子點
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經過七次的跳動後可移到點
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，則這樣的格子點
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有    (二)    個。
3. 如圖
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中，
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[image: image235.wmf]45

CAM

Ð=°

， 

  則
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邊上的高之長度為____(三)____。
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4. 設
[image: image237.wmf]()
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表示正整數
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的各位數字之總和。若
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為三位數，則
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<背面尚有試題>
5. 求出
[image: image241.wmf]222
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的值為____(五)____。
[image: image353.png]


6. 一個大圓形看板的內部有四個圓，相鄰的圓互相外切且都內切於大圓，如圖所示，已知圓
[image: image242.wmf]B

、圓
[image: image243.wmf]A

與大圓的半徑連比例為
[image: image244.wmf]1:2:3

，且圓
[image: image245.wmf]1

C

與圓
[image: image246.wmf]2

C

的半徑均為
[image: image247.wmf]6

公分，則大圓的半徑為    (六)    公分。
7. 將
[image: image248.wmf]1,2,,16

L

全部填入
[image: image249.wmf]44

´

的方格內，使得在每一列中，左方的數都小於右方的數，且在每一行中，上方的數都小於下方的數。若
[image: image250.wmf]9

必須填入第三列第三行，如圖，則共有____(七)____種不同的填法。
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總分：                      
107學年度臺北市 (成功高中)
普通型高級中等學校數理及資訊學科能力競賽
數學科口試試題
編號：              （學生自填）
注意事項：

1.
本口試卷共兩大題，思考時間15分鐘；參賽者可先在本試卷作答，口試時請攜帶本試卷應試，口試答辯時間為15分鐘，答辯完畢後繳回本試卷。

2.
本項測驗著重解題技巧、表達能力與邏輯思維，參賽者不需太專注於計算的精確度。
【問題一】
設
[image: image259.wmf]ABCD

是圓
[image: image260.wmf]O

的內接四邊形，
[image: image261.wmf]AC

與
[image: image262.wmf]BD

互相垂直於點
[image: image263.wmf]P

，
[image: image264.wmf]AB

的中點為
[image: image265.wmf]M

，

且
[image: image266.wmf]CD

的中點為
[image: image267.wmf]N

，如圖所示。試證：

(1) 若圓
[image: image268.wmf]O

的半徑為
[image: image269.wmf]k

，則
[image: image270.wmf]22
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(2) 若
[image: image271.wmf]AB

與
[image: image272.wmf]CD

不平行且都不是直徑，則
[image: image273.wmf]OMPN

為平行四邊形。

【解答】
(1) 設
[image: image274.wmf]AC

與
[image: image275.wmf]BD

的中點為
[image: image276.wmf]Q

與
[image: image277.wmf]R

。因為
[image: image278.wmf]AC

與
[image: image279.wmf]BD

垂直，得知
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(2)  因為
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D

與
[image: image288.wmf]CDP

D

都是直角三角形，而
[image: image289.wmf]M

與
[image: image290.wmf]N

分別是斜邊
[image: image291.wmf]AB

與
[image: image292.wmf]CD

的中  

 點，所以，得
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 因為四邊形
[image: image295.wmf]OMPN

兩組對邊長度相等，所以，
[image: image296.wmf]OMPN

是平行四邊形。

【問題二】
設
[image: image297.wmf]a

是正整數，將
[image: image298.wmf]a

的各位數字加總得到
[image: image299.wmf]1

a

，若
[image: image300.wmf]1

a

仍不是個位數，再將
[image: image301.wmf]1

a

的各位數字加總得到
[image: image302.wmf]2

a

，依此規則繼續做下去，直到各位數字和為個位數為止；若此個位數字為
[image: image303.wmf]b

，此時我們定義
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若正整數
[image: image311.wmf]a

滿足：對於所有正整數
[image: image312.wmf]n

，
[image: image313.wmf]()

fan

為
[image: image314.wmf]an

的因數，則稱
[image: image315.wmf]a

為「好數」，

否則稱
[image: image316.wmf]a

為「壞數」。請判斷下列各數是否為好數或壞數：

(1) 
[image: image317.wmf]a

是
[image: image318.wmf]9

的倍數。

(2) 
[image: image319.wmf]a

是奇數，但不是
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的倍數。

(3) 
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，其中
[image: image322.wmf]k

為正整數。

如尚有多餘的時間，請確認還有哪些數是好數？

【解答】
(1) 利用數學歸納法，可以證明：
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 。因此，當
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是
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的倍數時，
[image: image327.wmf]()(9)9

faf

==

，且
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的因數，故
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為好數。
事實上，
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(2) 我們可以容易推得
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且
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當
[image: image334.wmf]a

是奇數，但不是
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的倍數時，我們有
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。
(i)若
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，則
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，這些

  都不可能是
[image: image339.wmf]11

a

的因數。此情況下都不是好數。
(ii)若
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，這些

  都不可能是
[image: image342.wmf]7

a

的因數。此情況下也都不是好數。
因此，當
[image: image343.wmf]a

是奇數，但不是
[image: image344.wmf]9

的倍數時，
[image: image345.wmf]a

均為壞數。
(3) 當
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時，觀察以下的數值：
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一般而言，
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它不會是
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的因數，可取
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，其中

。
因此，當
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k

a

=

時，
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均為壞數。
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